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ALGEBRA LINEAL - 1S1M-B (14/10/2011)
Parcial IA, Puntuacién 25 %

a—1
1. (1 punto) Estudiar si a+b|:abeR ) es un subespacio vectorial de R3.
a—>b

Solucion No es subespacio vectorial porque el vector nulo no pertenece al conjunto.

. (2 puntos) Obtener una base del subespacio vectorial

r4+2y+324+5= 0
ERY: 20 +4y+82+12t= 0
3z +6y+72z+13t= 0

n
I
+ N ey

Solucion En primer lugar, se resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo mediante
el método de Gauss-Jordan para determinar unas ecuaciones paramétricas del subespacio

vectorial:

T+2+32+5t= 0 123 5 |0 12 3 5 |0
204 dy+8:+12= 0 — (248 12 [ 0| ~{00 2 2 | 0|~
314+ 6y + T2+ 13t = 0 367130 “P\oo -2 210"
123510 123510 120210
0022 0|~lo011][0]~[0011]0
00001 0/ Wooo]0/“ooo]|o

donde

(1) Fy — Fy — 2y, Fy — Fy — 3%,
(2) F3 — F5+ Fs,

(3) B — 1Py,

(4) F1 - Fl - 3F2

El sistema inicial es equivalente al siguiente sistema, que puede resolverse mediante susti-
tucién regresiva:

= —2\—2u
A

—p

= pu

2 + 2t =
{x+ y+ 0 AMER

z4+t= 0

-+ N < 8
Il



Entonces,

x x -2 -2
1 0
Ylese—apuer | Y] =x tu
z z 0 —1
t t 0 1
-2 -2
. . 0 .
Por tanto, el siguiente conjunto de vectores, o | 1 , es un sistema de gene-
0 1

radores de S. Ademads, son vectores linealmente independientes por no ser proporcionales.
En consecuencia, dicho conjunto es una base de S.

. (2 puntos) Sean B; = y B2 =

— = =
OI—TD—‘D—‘
Oo\'l—‘l—‘
OC;CDl—t
e
= = = O
—_ = O O
— o O O

bases de R%.

3.1 Calcular la matriz de cambio de base, de la base By a la base Bs.

3.2 Obtener zp,, vector de coordenadas de Z respecto de la base Bg, sabiendo que el
4

vector de coordenadas de Z respecto de la base B; es zp, =

= N W

Solucion

3.1 Las columnas de la matriz C(Bi,B2) de cambio de la base B; a la base Ba, son
las coordenadas de los vectores de By respecto de Bs. La resoluciéon de los cuatro
sistemas de ecuaciones lineales que determinan dichas coordenadas se puede realizar
conjuntamente de la siguiente forma:

10001111 10001 1 1 1
110011110 01000 0 0 -1
1110]1100lm|lo110]0 0 -1 -1|@
11111000 01110 -1 -1 -1
10001 1 1 1 10001 1 1 1
01000 0 0 -1 01000 0 0 -1
001000 -1 0of®loo1o0o]0 0 -1 0]’
00110 -1 -1 0 00010 -1 0 0

donde

(1) Fy > Fy — F1,Fy — F3 — F1, Fy — Fy — I,
(2) F3 — I3 — F3, Fy — Fy — Py,

(3) Fy — Fy — Fy.



1 1 1 1
0 0 -1
Por tanto, se tiene C(By,Bs) =
0 0 -1 0
0 -1 0 0
3.2 Si P = C(Bi, B2), entonces se verifica zp, = PZp, .
1 1 1 1 4 10
Por consiguiente, x5, = 00 0 —1 ol I
SHEMETE =10 0 -1 o ||2] " [-2
0 -1 0 0 1 -3
(3 puntos) Dados los subespacios vectoriales de R*,
1 1 0 A+ 2p
0 -1 1 -
S1=L Sy = eER*: A\ pueR
1 1 ) 1 ) 9 y o2 A s 1 5
1 0 1 W

se pide:

4.1 Hallar una base y unas ecuaciones implicitas de Sj.
4.2 Hallar una base y la dimensién de Ss.
4.3 Hallar una base y la dimensién de S7 + .S5.

4.4 Analizar si S1 + S2 es suma directa y si S; y So son subespacios complementarios.
Solucion

4.1 Para hallar una base de S; se analiza el rango de la matriz A cuyas columnas son
los vectores generadores de S7. Con este fin, se realizan operaciones elementales por
filas en A hasta obtener una forma escalonada por filas A.. Dado que las operaciones
elementales por filas sobre una matriz no afectan a las relaciones de dependencia
lineal entre sus vectores columna y observando que el conjunto de columnas pivote
en A, es linealmente independiente, se obtendra una base del subespacio ;.

1 1 0 1 1 0 (1] 1 0
A:0—11N0—11N01:A€7
1 -1 21 |0 =2 2]@] 0 0 O
1 0 1 0 -1 1 0 0 0

donde
(1) F3 = F3 — F1, Fy — Fy — I,
(2) F5 — F3 — 2F,, Fy — Fy — Fb.

Asi pues, rango(A) =2y Bg, = es una base de 5.

== O =
|

Obsérvese que dim(S;) = 2.



Para determinar unas ecuaciones implicitas de S, en primer lugar se obtendran unas
ecuaciones paramétricas de S; utilizando los vectores de la base Bg, y, a continuacién,
se eliminaran parametros en estas ecuaciones.

x x 1 1
Y Y 0 -1
€5 << I\ ueR, =A +
z z 1 -1
t t 1 0
1 1 1 1 | =z
<> rango -1 = rango 0 -1 [y
-1 1 -1 | =z
1 0 1 0 | ¢

Para establecer esta igualdad de rangos se procede realizando las mismas operaciones
elementales por filas indicadas més arriba para la matriz A:

1 1 | 2 11 | = 11| x
0 -1 [y 0 -1 ] y 0 -1 | y
1 -1 ] =z Mo -2 | z—x @0 o | z—z—2y
1 0 | ¢ 0 -1 | t—=x 0 0 | t—z—y

En consecuencia,

x
y €5 <— { r-ytz= 0 Ecs. implicitas de Sp
z —x—y+t= 0
t
A42p 1 2 1 2
4.2 Se verifica que _>\)\ =\ _11 +u 8 . Por tanto, So = L _11 , 8
I 0 1 0 1
Puesto que los vectores generadores no son proporcionales, dichos vectores son li-
([ 1 2
. . , —1
nealmente independientes. Asi pues, Bg, = ot es una base de Sy y
1

4.3 El subespacio vectorial suma S; + So estd generado por la unién de un sistema de
generadores de S7 y un sistema de generadores de Ss, es decir,

1 1 1 2
ol [-1] |-1] [o

S +5 =L
L 1l =1 1] ]o
1 0 0 1

Ahora se extrae el maximo conjunto de vectores linealmente entre los vectores gene-
radores de S + S2. Para ello, se estudia el rango de la matriz cuyas columnas son



dichos vectores generadores:

11 1 2 11 1 2 11 2
p_|0 -1 -1ol o -1 -1 0| o [-1] -1 0
1 -1 1 0]lmlo =2 0o =2|elo o —2
1 0 1 0 -1 -1 -1 0 0 0
donde

(1) F3 — F3 — F,Fy — Fy — F7,

(2) F5 — F3 — 2F,, Fy — Fy — Fb.

Por tanto, rango(B) = 4 y, entonces, los cuatro vectores generadores de S + So son

linealmente independientes y forman una base de S; 4+ S2. Luego dim(S; 4+ S2) = 4.
4.4 Utilizando la férmula de las dimensiones para subespacios vectoriales, dim(S1NSs) =

dim(S7) +dim(Ss) — dim(S1 +S2) = 2+2—4 = 0. Se tiene entonces que S1N Sy = {0}

y, asi, S1 + S es suma directa.

Por otra parte, teniendo en consideraciéon que S; + Sy € R* y dim(S; + S2) = 4,
se verifica que S; + So = R*. En consecuencia, los subespacios S; y So de R?* son
complementarios ya que S; N Sy = {0} y S1 + S = R*.

5. (2 puntos) Sea P3(R) el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 2,

con coeficientes reales.

5.1 Demostrar que B = {1 + 22 + 222,20 — 2%, —1 — 23:} es una base de Py(R).

5.2 Obtener las coordenadas del polinomio p(z) = 1 — 722 respecto de la base B.
Solucion

5.1 En primer lugar, se comprueba que B es un conjunto linealmente independiente. Sean
A1, A2, A3 escalares tales que

A (142 +22%) + Ao (22 — 22) + A3 (—1 — 22) = 0.

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x resulta el siguiente sistema
con incégnitas A1, Ag, A3:

A1 — 3= 0
20 +2X —2X 3= 0
2A1 — Ag =0

Aplicando el método de eliminacién de Gauss a la matriz del sistema, se tiene

-1 ] 0 1 -1 ] 0 1] o -1 ] 0
C= 1 -1 | 0]~ 1 0 [ ofl~]0 [1] 0 | 0
10 1 0o/P\o -1 2 10/%\o 0o 2] o0

donde
(1) Fy, — Fy — F1, F3 — F5 — 2F7,



5.2

(2) F3 — I3+ Fs.

Como el sistema es homogéneo y el rango de C' coincide con el niimero de incdgnitas,
por el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado. Esto
implica que Ay = Ay = A3 = 0. Por tanto, B es un conjunto linealmente independiente.
Ademads, como el nimero de elementos de B coincide con la dimensién de Pa(R), el
conjunto B es una base de Py(R).

Las coordenadas del polinomio p(x) respecto de la base B son los escalares Aj, A2, A3

tales que
A (1422 +222) + Ao (22 — 22) + A3 (=1 — 22) = p(a).

El siguiente sistema, obtenido al igualar los coeficientes de las mismas potencias de
x, se resuelve mediante el método de Gauss-Jordan:

A1 — A= 1
20 +2X —2X 3= 0
201 — Ao = -7
1 1] 1 1 1] 1 10 -1 ] 1
1 1 -1 | ~l0 1 0o | =1]~[01 0 | -1]~
2 1 0 | -7 (1)(01 2o | —9) P o0 2 | —10) ¥
1 0 -1 | 1 1 00 | —4
01 0 | -1 ~10 10| -1
00 1 | -5/ %\oo1] =5
donde
(1) Fy — Fy — Fy, F3 — F3 — 2F7,
(2) F3 — F5+ Fs,
(3) F5 — L F3,
(4) Fy — Fy + F5.
A la vista de la forma reducida de la matriz ampliada del sistema, se tiene que
A1 = —4, \a = —1 y A3 = —5. Luego el vector de coordenadas del polinomio p(z)
—4
respecto de la base Bes | —1

-5



